Algebres de Hecke afflnes generiques 

Marie-France Vigneras 

Resume Soit if l'algebre de Hecke du groupe de Weyl W d'une donnee radicielle basee (X, X y , R, i? v , B), 
et d'un poids generique (q w ) w eW- Nous montrerons que if est un module de type fini sur son centre, et 
que le centre est une algebre a engendrement fini. Ceci etait connu apres inversion du poids, mais il est 
essentiel de ne pas inverser le poids, dans l'etude des modules des algebres de Hecke affines qui apparaissent 
naturellement dans la theorie des representations des groupes reductifs p-adiques sur un corps p-adique ou 
de caracteristique p. Des applications de ces theoremes de finitude a la theorie des modules sont donnes 
dans une seconde partie. Dans une troisieme partie, on explicitera les resultats pour le groupe GL(n), et 
l'on introduira pour ce groupe, les modules supersinguliers. 

Introduction 

Chapitre 1. L'algebre de Hecke generique if est un module libre sur l'algebre de polynomes generique 
Z[q w ,w £ W] (notee Z[g»] dans la suite), ayant une base naturelle (T w ) w& w, appelee la "base de Iwahori- 
Matsumoto" . Le groupe de Weyl fini W du systeme de racines R agit naturellement sur X. Le groupe de 
Weyl W de la donnee radicielle est le produit semi-direct W = W X. Les elements T w sont inversibles dans 
l'algebre H[q~ x ] obtenue apres inversion des poids q w ,w £ W. Suivant Bernstein et Lusztig, il existe une 

~ 1/2 

application x — > 6 X de X dans l'algebre de Hecke H[q* ] obtenue apres addition des inverses des racines 
carrees des poids, identifiant l'algebre de groupe Z[qf 1 ^ 2 ][X] a une sous-algebre commutative A de Hfe* 1 ^ 2 ]. 
Pour un element w — (w ,x) de W, nous posons E w :— qj T Wo 9 x . Nous montrons, sans utiliser la theorie 
de Bernstein-Lusztig, en etudiant le developpement de T W T~\ sur la base de Iwahori-Matsumoto pour tout 
w,v £ W, le resultat fondamental suivant: 

Theoreme 1 (E w ) w£ w est une base de l'algebre de Hecke generique H sur Z[g»], et la matrice de 
passage avec la base de Iwahori-Matsumoto (T w ) w ^\y est triangulaire, de coefficients diagonaux 1, pour 
l'ordre de Chevalley-Bruhat. 

La base (E w ) we w de H sur Z[g«] a des proprietes remarquables qui permettent de montrer que: 

1 /2 ~ 

- H D A est un Z[g*]-modu7e libre de base (E x = qj 6 x ) xeX , 

- H est un H n A-module a droite de type Gni. 

Comme x i— ► q x est constante sur toute W -orbite de X, l'algebre commutative H n A est stable par 
Taction naturelle de W sur A, et le centre de H est (if n A) w ° . Nous obtiendrons le theoreme structural 
suivant: 

Theoreme 2 L'algebre de Hecke generique if est un module de type fini sur son centre Z(H) = 
(if (~1 A) ° , le centre et if (~l A sont des algebres commutatives de type fini, et 

H = @w ew T Wo J{w ) 

pour des ideaux fractionnaires J(w ) de An if. 

En general les Aflif-modules J(w ) ne sont plats, i.e. projectifs puisque APiH est un anneau noetherien. 
Des contre-exemples ont ete donnes par Rachel Ollivier pour les algebres associees au groupe GL(3). 

Chapitre 2. II contient des applications des theoremes de finitude du chapitre 1 a la theorie des modules. 
On fixe un morphisme d'anneau commutatif <j> ■ Z[q„] — > R et l'on note if^ l'algebre de Hecke specialisee. 
Pour tout morphisme d'anneau x '■ An H ^ R prolongeant 4>, le module induit de x 

I{ X ) := if ®AnH, x R 

(le if-module universel engendre par le caractere ^ de An if) est appele un module standard (a gauche) 
de Hfj,. Si les images des poids q s , s £ S, sont inversibles et ont des racines carrees dans R (on peut se 
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passer des racines carrees), c'est simplement le module induit de l'unique morphisme d'anneau xa ■ A — > R 
prolongeant x, 

I(xa) = H[q7 1/2 } ® A , XA R. 

Le theoreme 2 implique que: 

- I(x) est un i?-module de type fini. 

- Lorsque R est un corps algebriquement clos, un if^-module simple est de dimension finie si et seulement 
si Z(H) agit par un caractere, appele le caractere central. 

Theoreme 3 Si R est un corps algebriquement clos, un H^-module simple de dimension finie est 
quotient d'un H^-module standard. 

Dans le cas classique, le theoreme est aussi vrai avec sous-module au lieu de quotient. Je ne sais pas 
s'il reste vrai dans le cas oil <j>{q s ) = pour tout s G S de longueur non nulle, apparaissant dans l'etude des 
representations modulo p des groupes reductifs p-adiques. 

Soit Q p unc cloture algebrique du corps des nombres p-adiques, Z p son anneau d'entiers de corps 
residuel F p . On note i p : Z p — > Q p l'inclusion et r p : Z p — > F p la reduction. On fixe un morphisme d'anneau 
4> : Z[g»] — ► Z p tel que 4>(q s )=/=0 pour tout s G S. La finitude de l'algebre de Hecke generique H permettra 
de transferer certaines proprietes de la theorie classique des i/i p 0-modules a celle des -ff^^-modules, par 
reduction. 

Un 7f ip( ^-module V sera appele entier s'il est engendre sur Q p par un sous-Z p -module libre L stable par 
H^, appele une structure entiere de V. Pour un f/^-module simple de dimension finie, la propriete d'etre 
entier se voit sur le caractere central. 

Theoreme 4 Un H^-module simple de dimension finie est entier si et seulement si son caractere 
central est entier. 

Tout caractere \ '■ A n H — > Q p prolongeant cj> s'etend en un caractere \A de A et s'identifie a un 
caractere \x de X en posant xa{&x) — Xx( x ) pour tout x G X. L'isomorphisme de Bernstein-Lusztig 

~ i 1 /2 

6 : Z[g* ][X] ~ A n'est pas compatible aux structures entieres naturelles puisque une Z[g*]-base de A n H 

1/2 ~ 

est (E x = q x 9 x ) xe x- 

Theoreme 4 (suite) Soit \x ■ X — > Q p un caractere de X. Le H^-module standard I(xa) associe 
est entier si et seulement si Xx(x)(/)(qx)^ 1 ^ 2 G Z p pour tout x G X. 

Comme q x est constant sur une W Q -orbite de X, la condition est Wo-invariante. Le module standard 
est de dimension \W \ sur Q p et admet une base canonique: l'image canonique de (T Wo ) Wo€ w - 

Theoreme 5 Soit \ '■ A H — > Z p un morphisme d'anneau prolongeant <j>. Alors 

(i) Le module standard I(x, Q p ) '■= H ®i pX Q p = I(x) ®i p Q p admet une structure entiere canonique 
contenant la base canonique, isomorphe au quotient de I(x) par son sous-groupe de torsion I(x)tor- 

(ii) Lcs proprietes suivantes sont equivalcntes: 

a) Le module standard I(x, F p ) := H ®r pX Fp = I{x) ®r v F p est de dimension \W \ sur F p , 

b) La reduction de la structure entiere canonique M{\) :— I{x)/I{x)tor de Q p ) est isomorphe au 
module standard I(x, F p ), 

c) Le Z p -module I(x) est sans torsion. 

Elles sont veriBees si le A n H-module a droite H est plat. 

Lorsque r p (f)(q s ) = pour s G S, lcs proprietes (ii) sont verifiees pour GL(2) mais pas pour GL(3), 
d'apres les resultats de Rachel Ollivicr. Done en general, le A n i/-module a droite de type fini H n'est pas 
plat. II serait interessant de savoir s'il cxistc un caractere x' '■ A n H — > Z p de mcme reduction que x mais 
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tel que la reduction r p M(x') n'ait pas la meme semi-simplificc que r p M(x), et s'il existe un caractere \ tel 
que le noyau du morphisme canonique 

Hxjp) - n r P M ^ 

X' ,r p (x')=r p (X) 

n'est pas mil. 

Chapitre 3. II contient une etude detaillee de l'algebre de Hecke generique du groupe lineaire GL(n), et 
l'introduction de ses modules supcrsinguliers. 

Le groupe X ~ Z™ s'idcntifie au groupe Mor(GL(l),GL(n)) des cocaracteres sur lequel le groupe de 
Weyl fini W identifie a S n , agit naturcllement. Le groupe de Weyl W est isomorphe au produit semi-direct 
naturel S n 7i n . On a q s = q pour tout s 6 S. L'algebre de Hecke generique H est une Z[g]-algebre. On 
donnera (3.1-2) une description explicite de A n H et de ses caracteres dont on en deduira les resultats 
suivants. On fixe une specialisation <p '■ Z[g] — > Z p telle que <j)(q)^0 n'est pas une unite p-adique. 

Theoreme 6 Pour GL(n), tout caractere x '■ A n H — > F p nul sur q, se releve en un caractere 
X : A n H -» Zp tel que x(q) = 4>{q). 

II existe des F p -representations irreductibles de GL(2, Q p ) qui ne sont pas des sous-quotients d'induites 
paraboliques propres, appelees supersingulieres. Par le foncteur des invariants par le sous-groupe d'lwahori, 
elles sont en bijection avec des ii^-modules simples standards. Une generalisation naturelle de ces modules 
est celle-ci: 

Definition Pour GL(n), on dira qu'un H rp ^,-module ayant un caractere central uj est supersingulicr, 
si u se prolonge en un (unique) caractere de A. O H fixe par S n . 

Pour un caractere de A n H nul sur q, etre fixe par S n signifie etre nul sur E x pour tout x e X qui n'est 
pas une puissance du plongement diagonal S de GL(1) dans GL(n). La valeur en Eg est toujours inversiblc 
car Es = T$ est inversible dans H. Pour z E F , le caractere AC\ H — > F p nul sur q, fixe par S n , tel 
que x(Es) = z sera note Xz, et sa restriction au centre sera notee oj z . Le H rp< f,-module standard I(Xz) est 
l'unique module standard supersingulicr de caractere central u z . 

Proposition 7 Pour GL(n), un module standard supersingulier I(xz) est de longueur > 2 n ~ 2 . Tout 
H rpl p-module simple supersingulier de caractere central u z est quotient de I(Xz)- Pour n = 2, I(x z ) est 
irreductible de dimension 2. 

Le cas n = 2 est traite dans un article precedent [Vigneras] . 

Les outils actuels de la theorie des representations s'adaptent mal aux representations lisses modulo p 
des groupes reductifs p-adiques pour lesquelles on ne sait pour ainsi dire rien. Ce travail est le premier pas 
vers une classification des modules simples modulo p de leurs algebres de Hecke-Iwahori, probleme qui semblc 
plus accessible et qui est relie au precedent par le foncteur des invariants par un sous-groupe d'lwahori. La 
situation est tres differente de celle des groupes reductifs finis sur un corps de caracteristique p, ou tous 
ces problemes sont resolus: les modules simples modulo p sont classes par la theorie du plus haut poids, le 
foncteur des invariants par un sous-groupe de Borel respecte l'irreductibilite la ou il ne s'annule pas, et les 
modules simples modulo p des algebres de Hecke-Iwahori sont tous de dimension 1. 

L'auteur remercie Rachel Ollivier dont les travaux sur les modules standards de type A2 ont confirme la 
possibilitc d'une theorie interessante des algebres de Hecke anines de parametre q = et qui ont pcrmis de 
corriger une version precedente du theoreme 5, Jean-Francois Dat pour son etude parallele des representations 
entieres p-adiques des groupes reductifs p-adiqucs, Peter Schneider et les participants de la conference "Fonc- 
torialite de Langlands: progres recents" (Luminy, CIRM, 21/29 juin 2002) dans laquelle ces resultats furent 
exposes, l'lnstitut de Mathematiques de Jussieu pour un environnement de recherche remarquable, et le 
C.N.R.S. pour son soutien financier. 
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Chapitre 1 



Soit (X, X y , R, R v , B) une donnee radicielle basee reduite [Lusztigl 1 page 600-601]. Le groupe de 
Weyl fini W Q est le systeme de Coxeter avec S a = {s a \ a G B} commc ensemble de reflexions simples; le 
produit semi-direct W = W a .X est le groupe de Weyl de la donnee radicielle; le groupe de Weyl affine est 
W a ff ■= W .Q(R) ou Q{R) est le sous-Z-module de X engendre par R. II cxiste un sous-groupe commutatif 
fl de W forme d'elements tel que W a ff n £1 = {1} ct W = flW a ff- 

Traditioncllemcnt la notation pour le produit est additive dans le Z-module libre X et multiplicative 
dans les groupes W et dans W. Pour cette raison on notera e x 1' element x G X plonge dans W qui s'ecrira 
dorenavant 

W = W a e x = QW a ff. 

Un element general de W s'ecrira done w = w e x = uw a ff avec w G W a , x G X, u G U, w a ff G W a ff, 
uniques. La valeur en e x d'une fonction w — > f w sur W sera aussi notee f x . 

Soit R m l'ensemble des racines a G R telles que a v est minimal pour l'ordre partiel ^ defini sur les 
coracines i? v par: a( -< aY, si — a( G J2 a eB Na v . Le groupe de Weyl affine W a ff est un systeme de 
Coxeter avec 

S = S U {s a e a | a G R m } 

comme ensemble de reflexions simples. Le groupe f2 normalise S. On note < l'ordre de Chevalley-Bruhat, 
I la longueur de W, definis par extension de l'ordre et de la longueur dc (W a ff,S), ct X aom le monoidc 
de type fini forme par les elements dominants x de X, i.e. (x, a v ) > pour toute racine positive a. Les 
definitions et rappels ci-dessus sont detailles dans l'appendice. 

Algebre de Hecke generique 

L'algebre de Hecke generique du groupe de Weyl de la donnee radicielle basee sera definie "a la Iwahori- 
Matsumoto" en utilisant la decomposition en produit semi-direct W = QW a ff- Lorsque la donnee radicielle 
est torale, W = Cl = X, l'algebre de Hecke generique est simplcmcnt l'algebre du groupe Z[X]. 

Poids generique Lorsque la donnee radicielle basee est non torale, soient (q s ) s& s des indeterminccs 
telles que q s = q s > si s, s'eS sont conjugues dans W. 

La Z-algebre de polynomes engendree par ces indeterminccs est notee Z[g*]. On connait un critere pour 
que deux elements de S soient conjugues dans W a ff [Bourbaki GAL IV. 1 proposition 3, page 12]. Deux 
elements de S peuvent etre conjugues dans W sans l'etre dans W a ff, et l'algebre de polynomes associee a 
W est une specialisation de celle associee a W a ff- 

Pour tout n G N s on dit que q n := Y[ s ^s es ^ urL mori 6 me en Q*- Si n est la fonction "multiplicite 
de s dans une decomposition reduite" de w a ff G W a ff, alors le fait que q s — q s > si s, s' sont conjuguees dans 
W, montre que le monome q n ne depend pas de la decomposition reduite, et sera note q Wafl - On nc risque 
pas de contresens en posant q w = q Waff pour tout w G flw a ffQ. On a q w — q w -i. On a q w = q w > pour deux 
elements conjugues w, w' de W. On notera q x — q e * pour x G X. La fonction x — > q x est constante sur les 
W -orbites de X puisque e w °^ = w e x w~ 1 . 

On dit que (q w ) w ^w est un poids generique dc W. 

1.1 Definition L'algebre de Hecke generique H est la Z{q*]-algebre, libre de base (T w ) we w comme 
Z[<7„] -module, de produit vcriBant les relations 

- (T s + 1)(T S - q s ) = pour tout s G S, 

- T ww , = T W T W , si l(ww') = £(w) + t(w') pour tout w, w' G W. 

Remarque Dans [Lusztigl 3.1 page 606], l'algebre Z[g#] est remplacee par l'anneau des polynomes 
de Laurent Z[w ±1 ], que Ton peut voir comme une localisation d'une specialisation </>l : Z[g„] — > Z[v] definic 
par <f>L{q s ) = v 2ns pour des entiers (n s > 0) s es tels que n s — n a > si s,s' sont conjuguees dans W. La Z[v]- 
algebre specialisee H^ L est moins generale que H mais est sufBsante pour les applications a la theorie des 
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representations des groupes reductifs p-adiques. La Z[u ±1 ]-algebre H^ L [v x ] est consideree dans [Lusztigl 
3.2 page 607] ou [Lusztig3 3, si W = W aff ]. 

Le groupe se plonge dans H par u — > T u , le Z[g*]-modulc libre de base (T w ) we w aff est une sous-algebre 
H a ff de H normalisee par T u , u G Ct, et 

// " • Z <> .//.,, f . 

L'algebre -ff a // est une specialisation de l'algebre de Hecke generique de W a ff. 

Les elements de la base (T w ) we \y deviennent inversibles si l'on inverse les paramctres, i.e. T w est 
inversible dans la Z[g^ =1 ]-algebre H [g" 1 ] qui contient H. 

1.2 Lemme fondamental Soient w, v G W. Alors 

1 ) QwvQw Qv — c^u v es t l e carre d'un mondme c WfV en divisant q v , 

2) Soient u G O, si, . . . ,s n G S tels que v G W a f/u et vu^ 1 = si . . .s n soit une decomposition reduite. 
Alors 

ew,vT w T v _ 1 — T wv -\- ^ ^ r ^ws\...Si 1 ...Si 2 ...Si q ...s n u ^Si 1 ^st 2 • • • ^-Si q j I Qsj 

je{l,...,n} — {»i,»2,. ■■)*«} 

ou A s := 1 — g s pour seS, fes fcj sont des entiers > 0, et somme est prise sur les suites (sj 15 Sj 2 , . . . , Sj ) 
de longueur > 1 extraites de la suite (si, . . . , s„) qui sont w-distinguees au sens suivant: 

<7j 2 -l CT^-lS^ + l . . . s, 2 _i < cr l2 _is l2 , 

0» 9 -i Oi^-iSi^+i . . . s iq -i < a iq -is iq . 

3) wsi . . . Si 1 . . . §i 2 . . . s iq . . . s n u < wv pour toute suite (si 1 , Si 2 , . . . , s iq ) de longueur > 1 extraite de la 
suite (si, . . . , s n ), qui est w-distinguee. 

1/2 

II est pratique d'introduire de nouvellcs indctcrminecs (q s ) s es cgales si s,s' sont conjugues dans W, 

f ~ 1/2 

dont les carres sont (q s ) s& s- Pour tout s G S on note X s := q s X s , et pour tout w G W on note 

— 1/2 

T w := q w T w . Le lemme fondamental resulte essentiellement des relations 

f- 1 =T S + A S , 

fwf- 1 = f ws si ws < w, et f^- 1 = f ws + X s f w si w < ws. 



Preuve. La demonstration de 3) est faite dans ([Ha] prop. 5.5). On y demontre l'inegalite au sens large 
wsi . . . Sjj . . . §i 2 . . . §i q . . . s n < wv, l'egalite impliquerait en simplifiant §i 1 . . . s i2 . . . s iq = . . . s iq ce qui est 
faux si q^O. On a done l'inegalite stricte. 

Montrons 1). 

a) Si v = s e S on a q ws = q w q £ s ou £(ws) = £(w) + e; done 1) est verifie pour (w, s) avec c WtS = q s si 
ws > w et 1 si ws < w. 

b) Si v G W a ff et v = s\ . . . s n est une decomposition reduite, on a par induction q wv = q w q e s \ . . . q e s n ou 
£(wsi) = £(w) + £i, £(wsis 2 ) = £(wsi) + e 2 , . . . , £{wv) = £{ws\ . . . s„_i) + e n . On a q v = q Sl . . . q Sn et 1) 
est verifie pour (w, v) avec 

Cw,v J | qsi 

l<l<7l,Si— 1 

c) Si v = v a ffu 7 v a ff <E W a ff,u G on a q wv = q W v aff ,qv = Qv afr Done par b), le lemme est verifie 
pour (w,v) avec c WtV = c WtVaff . 

Montrons 2). II est immediat que le lemme fondamental est verifie si v = s G S. Soient si,...,s n G S 
tels que v = Si . . . s n soit une decomposition reduite. En appliquant la relation precedente plusieurs fois, on 
obticnt 

T w T v _ 1 ~ T wv + ^ ' T WSl _j ii ...g i2 ...si q ...s„ A Sii A Si2 ...X Si ^ 
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oil la somme est prise sur les suites (■Si 1 , s, 2 , . . . , Sj ) de longueur > 1 extraites de la suite (si, . . . , s„) qui 
sont w-distinguees. Le lemme fondamcntal pour v £ W a ff est alors equivalent a l'assertion suivante sur les 
fonctions q w . 

Soit w £ W, si, . . . , s n £ S tels que Si . . . s n soit une decomposition reduitc. Pour une suite (s^ , Sj 2 , . . . , Si q 
extraite de la suite (si, . . . , s n ) et w-distinguee, on a 

Qwsi...s n = Qwsi...Si 1 ...§i 2 ...Si q ...s n Qs il Qsi 2 ■■■Qsi q j I Q S j j 

je{l,...,n} — {»i,»2,...,* 9 } 

ou Jes kj sont des entiers naturels. 

La preuve se fait pas recurrence sur n. Lorsque n — 1 c'cst evident. Supposons cette proprictc vraic 
pour n — let montrons la pour n. Si i\ > 1, la suite (s^ , s i2 , . . . , s i? ) est extraite de la suite (s2, ■ • • , s n ) et elle 
est wsi-distinguee. L'assertion est vraie pour (wsi, s 2l ■ ■ ■ , s n ) par hypothese de recurrence, et Ton obtient 
le resultat, avec fci = 0. Supposons que i\ = 1. La suite (sj 2 , . . . , Sj ) est extraite de la suite (s2, . . . , s„) et 
elle est w-distinguee. L'assertion est vraie pour (w, S2, ■ ■ ■ , s„) par hypothese de recurrence, et Ton obtient 

Qws 2 ...s n — Q_ws 2 ...Si 2 ...Si q ...s n Qsi 2 ■ ■ ■ Qsi q Qs/ 

je{2,...,n}-{i 2 , ...,»,} 

pour des entiers t, > 0. L'assertion pour i\ = 1 resulte alors du lemme suivant. 

1.3 Lemme Soit u> e et s\, ■ ■ ■ s n £ S tels que w < ws\ et si . . . s n est une decomposition 
reduite. Alors 

a) ws 2 ■ ■ ■ s n < wsis 2 . . . s n 
b) 

QwSl...S„QwS2---S n = 9si ] j Qsj ^ 

je{2,...,n} 

pour des entiers < kj < 1. 

Le lemme 1.3 termine la demonstration du lemme fondamental lorsque v £ W a ff- Le cas general s'en 

deduit, car si v = v a ffU,v a ff £ W a ff,u £ Q, et si e VK, on a T^T^ 1 ! = T^T^ 1 ! T„, T W >T U = 

v v aff 

T w ' u , Qw'u — Qw'-, w' < wv a ff implique w'u < wv. La demonstration du lemme fondamental sera done 
achevee, apres la preuve de 1.3. 

Preuve du lemme 1.3. La partie a) est demontree dans ([Ha] lemma 5.6). Elle implique que le membrc 
de gauche de b) est un monome c„ G Q different de 1. On montre b) par recurrence sur n. Pour n = 1 on a 
Ci = q Sl done b) est vrai. Montrons que si b) est vrai pour n — 1, alors il est vrai pour n. On a 

<Ztusi...s„ — Qwsi...s rl - 1 Q s 1 n 
Qws 2 ...s n — < Ztus 2 ...s„_i9 s ^ 

avec £i, £2 £ {±1}- On a done 

Cn = c n _i, c n -iq 2 Sn , c n _iq7 n 2 selon que £1 = e 2 , £ 2) = (1, -1), (d, £2) = (-1, 1). 
Par hypothese de recurrence, 

c„-i = <7 Sl Ilje{2,...,n-i} I s / P our des entiers < h ■ < !• 

Done c„ verifie b) si c„ = c„_i ou c n _i<7 2 . Pour terminer la demonstration il suffit de remarquer que 
si c n q 2 Sn = c„_i alors il existe j tel que tj = 1 et q Sn = q Sj . Done c n verifie aussi b). 
Le lemme 1.3 est demontre. 

Decomposition de Bernstein 

D'apres Bernstein-Lusztig, la decomposition de W en produit semi-direct W — W e x se generalise a 
l'algebre de Hecke H ( f >L [q* 1 ^ 2 ]. 
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On notcra ? x :=? e * pour x E X, ct A l'imagc du morphisme de Z[<j'^ =1 ^ 2 ]-modules 

6 : Z[qt 1/2 }[X] ^ H[q- 1/12 } 

qui envoie x G X sur 9 X := TyT^ 1 = qy 1 ^ 2 ql^ 2 T y T~ 1 oil x = y — z pour deux elements dominants y, z de X 
(bien defini car la longueur etant un morphisme de monoide sur les elements dominants). 

Soit a G B une racine simple de reflexion associee s G S . Si a v G 2X V , soit s G S a la reflexion definic 
comme en [Lusztigl 2.4 page 604]. On definit deux elements a s , b s G A par: 

a s = q s -l, b s = l-6- a , si a v 0X v , 
a s = q s -l + q y 2 (ql /2 -q~ 1/2 )8_ a , b s = 1 - 6L 2q , si a v G 2X v . 

1.4 Theoreme (Bernstein-Lusztig) 

Lc morphisme 9 : Z^ 1 / 2 ] LY] — > ff^^ 12 ] est injectif et respecte le produit. 

2) 6 X T S - T s s(x) = (6 X - Og^cisb- 1 pour tout (s, x) G S Q x X. 

3) {T Wo ) Wo ew est une base de H^ 1 ^ 2 ] comme A-module, a droite ou a gauche. 

4) Le centre de H [q^ 1 ^ 2 ] est l'algebre A w ° des elements W -invariants de A. C'est un Z^^J-moduJe 
librc de base z x = J2 x >ew e* P our tout x e x dom- 

Le membre de gauche de la partie 2) du theoreme est un element de A, dont le produit avec b s est 

(d x — # S ( X ))<V 

Les references que je connais concernent seulement la Z[w ±1 ]-algebre -f/^hv" 1 ]. Ce sont [Lusztigl 3.3 
a 3.11 page 607-610], [Lusztig2 7.1 page 216, 8.1 page 222]. L'algebre H < p L [v~ 1 ] suffit pour les applications 

— 1/2 

en vue, et il me semble que les demonstrations restent valables pour H{q* ], modulo des modifications 
triviales. 

Par le theoreme, Hlq* 1 ^ 2 ] est un ^-module a droite ou a gauche libre de rang fini egal au cardinal \W \ 
de W . Si de plus, X contient tous les poids dominants pour le systeme de racines R, alors Z[X] est libre 
sur Z[X] Wo de rang \W \ [Steinberg th.2.2 page 173] et i?[g* 1 ^ 2 ] est un module libre de rang \W \ 2 sur son 
centre. 

A-t-on des resultats analogues pour la Z^J-algebre H ? 

- Le Z[^]-module A n H cst-il libre ? 

- L'algebre commutative A n H est-elle de type fini ? 

- Le centre Z(H ) = A Wo n H de H est-il une algebre de type fini ? 

- Le Z(H )-module A n H cst-il de type fini ? 

- Le (Ad -ff )-module H a droite, est-il de type fini ? 

Toutcs ces questions seront resolues avec l'aide du theoreme suivant qui se deduit du lemme fondamental 
applique a T Wo 6 y - z = T Woe yT~z 1 pour tout w G W Q , y,z G Xdom (l'egalite vient de £(w e v ) — £(w ) + £(e v )). 

1.5 Theoreme Pour w G W , x G X, posons 

- C/ w e x • — Hw e x - L w u x- 

Pour tout w G W, le dcvcloppement de E w dans la base de Iwahori-Matsumoto [T w ) we w est 

w' <w 
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pour des polyndmcs a w > G Z[qJ. 

Lc theoreme 1 s'cn dcduit par un argument general. 

Le theoreme 2 resulte des des proprietes remarquables ci-dessous de la nouvelle base (E w ) we \y dc 
l'algebre de Hecke generiquc H. 

1.6 Proprietes de (E w ) weW 

(1.6.1) Lc Z[q*\-module libre de base (E x ) x& x est egal a la sous-algebre commutative AtlH. 

1/2 ~ 

C'est immediat puisque E x = q x 6 X . 

(1.6.2) On a H — ® Wo ew H{w ) oil H(w ) est lc Z[q*]-module libre de base (E Woe x) xe x ■ 
En effet, T Wo 9 x 9 x > = T Wo 9 x+x > pour tout x,x' G X, car respecte le produit (1.4.1). 

(1.6.3) H(w ) — T Wo J(w ), oh J(w ) est un ideal fractionnaire de type fini de An H. 
En effet, 

E Woe *E x/ = q{ Wo e x ,e x ')E WgeX+x >, q(w e x ,e x ') := {qw e*qx>q~l eX+x ,) 1/2 ■ 

Le produit q(w e x ,e x ) G Z[g*] est un monome puisque (E w ) weW est une base de H sur Z[q*]. On montre 
avec la formule des longueurs: 

II cxistc un ensemble fini X(w Q ) = {xi, . . . , x r } C X dependant de w , tel que 

X = U r i=1 X(w , Xi ) 

oil X{w ,Xi) est l'ensemble des x G X verifiant £(w e x ) — £(w e Xi ) + £(e x ~ Xi ). 

Si x G X(w , Xi), on a 

Eyj Q e x — E Woe &iE x — Xi: q{w ,e )E WoC ^i — T Wo E Xil E WoC x c{w 0l e )T Wo E x , 

ou q(w ,e Xi ) G Z[g»] est un monome et c(w , e x ) — q(e Xi , e x ~ Xi )q(w , e Xi )~ 1 est un monome de Laurent. On 
a q{w ,e Xi )E Woe xi = T Wo E Xi . 

- Le AC\ H -module a droite H(w ) est engendre par {E WoeX ) xeX (w )j 

- H(w Q ) = T Wo J{w ) oil J(w ) est le A n H-modulc dc type fini engendre par (q(w , e x )~ 1 E x ) xeX ( Wo ) 
dans A (~l H{q~ l ). 

(1.6.4) On a E X E X > = E x+X > s'il existe w G W tel que w (x),w (x') G Xd om car la longueur est 
Wo-invariante sur e x et un morphisme de monoide sur e Xdom . Le monoidc Xd om est dc type fini. On choisit 
un systeme generateur fini Md om de Xdom- Alors Mx ■= W (Md om ) est un ensemble fini. 

La Z[g*]-aJgebre A n H est de type fini engendree par (E x ) xG m x - 

(1.6.5) Lc centre Z{H) de H est A w ° n H. Comme q x — q w i x ) pour tout (w ,x) G W x X, on a 
q x z x — J2 x 'ew (x) Ex' ■ On dcduit alors de (1.4.3): 

Le centre Z(H) de H est egal a(4fl H) w °; c'est un Z[q*]-module libre de base Z x := J2 x >ew (x) 
pour x G X dom - 

(1.6.6) Des arguments generaux [Bourbaki AC V 1.9 theoreme 2 page 29] permettent de deduirc: 
A n H est un (A (1 H) Wo -module de type fini, car c'est une Z[g*]-algebre de type fini (1.6.4). 

(A n H) w ° est une Z{q*]-algebre de type fini, car Z[g»] est un anneau noetherien. 
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Chapitre 2 

Caracteres de A n H et modules standards 



Soit R un anncau commutatif integre de corps des fractions K et i : R — > X l'inclusion. Soicnt un 
morphisme d'anneau de </> : Z[g*] -^i?etx:^4ni?^i?un morphisme d'anneau prolongeant 0. On note w 
la restriction de x au centre Z{H) de iJ. 

Pour les applications que nous avons en vue, il ne serait pas genant de supposer que (j> se prolonge a 

1/2 

Z[qJ }. On notera := B ®^ i? la (^-specialisation d'une Z[g»]-algebre B et la (^-specialisation d'un 
morphisme / de Z[g»]-algebre. 

On identifie x a un morphisme d'anneau x<p '■ (A H i?)<£ — ► i?, et aussi en posant Xx{x) '■= x(E x ), a unc 
application : X ^ R verifiant 

Xx(x)xx(a;') = 4>((q x qx>q~l x >) 1/2 )Xx(x + x') 

pour tout x,x' £ X, par la formule E x E x i — {q x q x 'q~\ x ,Y^ 'E x + X > cas particulier de (1.6.2). 

1 /2 

Lorsque <j>(q s ) C i?* est inversible pour tout s £ S, et que se prolonge a 7i[qJ }, en posant pour x £ X, 

Xx(x) = xa(O x ) := 0(9x)- 1/2 x(B x ), 

on identifie x a un morphisme d'anneau xa ■ A — > i? et a un morphisme de groupe xx : — * -R*. 

On dit que u est le caractere central d'un f/-module V, lorsque Z(H) agit sur V par multiplication 
par u). Le caractere s'identifie a un caractere de Z(H)$. Le centre de la ^-specialisation H$ de H peut 
etre plus gros que Z{H) l j ) . La i?-algebre est un i?-modulc libre de rang infini puisque W est infini. La 
i?-algebrc H u = H ® w R est de type fini sur i?, car H est un module de rang fini sur son centre. On en 
deduit: 

2.1 Proposition Si R est un corps algebriquement clos, un H^-module simple est de dimension hnie 
si et seulement s'il a un caractere central. 

2.2 Definition Le H^-module a gauche induit de x 

I( X ) :=H® X R 

de caractere central lo est appele un module standard a gauche de H^. 

1/2 

Lorsque 4>{q s ) C R* est inversible pour tout s £ S, et que <fi se prolonge a Z[qJ ], le module standard 
I(x) est le module standard I(xa) induit du caractere xa ■ A — > R prolongeant x- H es t libre sur R de rang 
\W \ et admet une base canonique: l'image canonique de (T Wo )w £W„- 

2.3 Premieres proprietes Le module standard J(x) satisfait les proprietes suivantes. 

(2.3.1) II est de type fini comme R-module, car H est de type fini commc A n -ff-module (theoreme 

2). 

(2.3.2) II est cyclique, avec un generateur canonique 1 <g> 1 propre pour A n H de valeur propre x- Un 
H,p-module a gauche engendre par un vecteur propre pour A n H de valeur propre x est quotient de I(x)- 

Le theoreme 3 se deduit de ce resultat et dc (2.1). Comme la i?-algebre de type fini admet un 
module simple a gauche, on obtient aussi: 
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(2.3.3) Si R est un corps algebriquement clos, tout morphisme de R-algebreuj : Z(H) — ► R sc prolongc 
en un morphisme d'anneau \ '■ A PI H — > R. 

Supposons x(ls)^0 pour tout s £ S. Par definition, une structure entiere du module standard I{x, K) — 
I(x) ®R K es t un sous-i?-module de type fini stable par H et contenant une base de I(x, K). Le noyau du 
morphisme canonique I(x) — > ^(x, if) est le sous-groupe de torsion I(x)tor- 

(2.3.4) L'image de I(x) dans I{x,K) est une structure entiere M{x) — I{x)/Hx)tor contenant la 
base canonique. 

Le morphisme J(x) — ► I{x, K) est le produit tensoriel avec H de l'inclusion i : R — > K, vue comme une 
inclusion de A n i?-modules via le caractere %• Si i? est un A n i7-module a droite plat, alors le morphisme 
est injectif et I(x) n '& pas de torsion. La classification des i?-modules de type fini implique que si R est un 
anneau principal, le rang du R- module I(x) est \W \ et le R- module M(x) est libre de rang |W |. 

2.4 Proposition Supposons xils)^ pour tout s G S et que R est un anneau de valuation discrete 
de corps residuel Ur, et de reduction r : R — > &r. Alors les proprietes suivantes sont equivalentes: 

a) Le module standard I(x, kfi) := H ® rx = I(x) ®r fcfl est de dimension \W \ sur Ur, 

b) La reduction de la structure entiere canonique de I{x,K) est le le module standard I(x,kn) ~ 

Mix) ®R,r k R , 

c) Le R-module I(x) est sans torsion. 

Le theoreme 5 resulte de cette proposition, car le cas R = Z p se ramene au cas de l'anneau des entiers 
d'une extension finie de Q p . 

2.5 Remarques (i) Avec les hypotheses de la proposition, il existe une application / : W — ► X, non 
unique et dependant de telle que M{x) admet comme base sur R l'image canonique de (E WoB x ) Wo ew Wo ■ 
Lorsque le i?-modulc I(x) est sans torsion (par exemple si r(f>(q s )^0 pour tout s e S), Ton peut probablement 
montrer par reduction, en utilisant sur R les arguments classiques [Rogawski], [Cherednik, proposition 1.5 
page 416], que pour tout w Q e W Q , 

- I(x, kf>) et I{xw Q , kn) ont les memes suites de Jordan-Holder, 

- I(x, kft) conticnt un vecteur propre pour A(~)H de valeur propre x w o, ou ce qui est equivalent, il existe 
un i?-morphisme ff-equivariant (un operateur d'entrelacement) de I(x w o, &r) dans I(x, kn). 

(ii) Supposons que R = Z p et que la reduction de <p(q s ) est nulle pour tout s <E S. Que peut-on dire sur 
la reduction du sous-module de torsion I{x)tor ? Est-ce que tout caractere Anff ^ F p nul sur q s pour tout 
s e S, se releve ? 
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Chapitre 3 Exemple du groupe lineaire 



Soient n > 1 un entier et q une indeterminee. On note A n la Z[g]-algebre commutative engendree par 
les elements (e/)/ C {i i ... >n } verifiant les relations 

e = 1, e/ej = q yz e IUJ e InJ , \I D J| = x, \I\ = x + y, \ J\ = x + z, 

en notant |/| le nombre d'elements de /. L'identite polynomialc 

(X + Y)(X + Y - 1) + (X + Z)(X + Z-l) + 2YZ = (X + Y + Z)(X + Y + Z - 1) + X(X - 1) 

permet de verifier que les relations sont equivalentes a 

60 1, e^e^ 2 . . . e^ t 



t(t-l)/2 

y c {ii,...,i t }- 



Le groupe S n des permutations de {1, . . . , n}, permute les parties de {1, . . . , n) de meme cardinal, et agit 

naturellement sur A n cn fixant „}. L'algcbre Aff fixe par S n est engendree par z t :— X)|/|=t e ^ P our 

1 < t < n. 

On pose z := z n = ej^...^}. 

3.1 Proposition Pour la donnee radicielle basee correspondant au groupe GL(n), l'algcbre commu- 
tative An H est isomorphe a ^4„[z -1 ]. Le centre de H est isomorphe a Afj 1 [z -1 ]. 

Preuve. La donnee radicielle se decrit avec le groupe GL(n, C). Soit e e C un element transcendant. Le 
groupe abelien X = Z™ s'identifie au groupe des diagonalcs e x := diag(e a:i , . . . , e Xn ) pour x = (x\, . . . , x n ) G 
X. La base B — (ai)i<i< n -i est telle que 



(^....l.e-Se,!,...,!), a( (x) 



pour 1 < i < n — 1, ou e _1 est a la place i. Le groupe de Weyl fini W s'identifie au groupe symetrique S n 
engendre par les reflexions Sj = + pour 1 < i < n — 1 associees aux racines a^. Le groupe de Weyl W 
de la donnee radicielle est isomorphe au produit semi-direct S n .e x . Le sous-groupe fi C W des elements de 
longueur s'identifie au groupe t z oil 







1 







t = 







1 







1 




Le groupe de Weyl affine W a ff est engendre par les reflexions s , si, . . . , s n -i, avec s t — ts\,sit = ts2 1 
■ ■ ■ ,s n -2t = ts n -i. Les poids fondamcntaux dans X sont = (0 4 , l™ -4 ), i premiers termes egaux a et 
n — i derniers termes egaux a 1, pour 1 < i < n — 1. II est pratique d'introduirc ui n := (0™), u Q := (1"). 
On alnO = oj Z et le centre de GL(n, Q p ) est p w ° z . La longueur de uii est le nombre (n — i)i de racines 
positives contenant on si 1 < i < n — 1. Elle est nulle si i — 0,n. Les conjugues de to n -i par S n sont 
Hi := — u>i (1 < i < n), avec un seul coefficient 1 different de a la place i. 

Une base du monoide X + est (wi)i<i<«. L'algebre A n H est done engendree par E Wo ( w .) pour w £ 
>5n, 1 < « < n. On a y n = w„_i et j/j = Sj . . . s„_i(w„_i) pour 1 < j < n — 1. Plus generalement, les 
5„-conjugues de w„_ t sont ?// := X^igj Vi P our toutes les parties I at elements de {1, . . . , n}. On note pour 
simplifier Ei = E VI , 9i = 9 yi . L'algebre A n -ff est engendree par pour les parties non vides de {1, . . . , n}. 
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Les relations entre les Ej se deduisent de celles entre les On a q Un _ t = qi = q^ n ^ pour / C 
{1, . . . , n} avec t elements, ainsi: 

~6 l = q- l+{n+1)/2 T^_ l T-^ Ei = q^'T^T- 1 , 0/ = Ipi. E I = q t ^/ 2 9 I . 

iei 

L'element central inversible ^{i....^} = T LUo est note plus simplement Z. On a 

E = l, HE^q^-^ El . 

iei 

La Z[<7*]-algebre engendree par Z t :— J2\i\=t Ei (1 < t < n — 1), Z ±x est egale au centre Z{H). 
On en dcduit la proposition 3.1. 

Soit R un anncau intcgrc. Un morphisme d'anneau \ '■ A fl H — ► R verifie 

l[x(Ei)=x(Q) t{t - 1)/2 x(Ei), 
iei 

pour tout / C {1, . . . , n} avec t > 1 elements. Si x(<z) es t inversible dans i?, alors x est determine par les n 
elements non nuls (x(-^*))i<»<n dc produit Y\i<i< n x(^i) inversible, et inversemcnt. Lorsquc x(l) = 0; l a 
situation est bien differente. 

3.2 Lemme Soit \ ■ Ad H — > R un morphisme d'anneau tel que x(q) = 0. 

1 ) Les parties non vides Id {1, . . . , k} telles que x(Ei)^0 forment une suite croissante 

0^/iC/ 2 C...C/ r = {l,...,n}. 

2) Inversement, etant donne une suite croissante comme ci-dessus et des elements non nuls , . . . , Xi r 6 
R, il existe un unique morphisme d'anneau \ '■ A n H — > R tel que x{Ei } ) = xj j et x(Ei) = si I=£Ij pour 
tout 1 < j < r. 

Preuve. On choisit xj £ R pour toute partie non vide J de {1, . . . , n}. II existe un caractere x '■ ACiH — > 
R tel que x(l) = et x(Ei) = xj pour tout /, si et seulement si £{!..._„} E R* est une unite et xixj = 
lorsque yz^O ou |/| = x + y, \ J\ = x + z, \I fl J| = x, i.e. lorsquc / n'est pas contenu dans J et J n'est pas 
contenu dans /. 

Deux parties /, J tels que x/Xj^O doivent done verifier I C J ou J C /. Les parties / non vides telles 
que xi^O doivent former une suite croissante, se terminant par {1 . . . , n}. II n'y a aucune autre condition 
sur les valeurs non nulles xi ni sur la suite croissante. 

Le morphisme x est evidemment determine par les x/, lorsqu'il existe. 

On en deduit le lemme 3.2. 

Applications 1) Le nombre de 5„-conjugues de x es t 



t 1 \{t 2 -t 1 )\...{n-t r _ 1 )\ 

si tj est le nombre d' elements de Ij pour 1 < j < r. 

2) La restriction de x au centre Z(H) est le caractere ui tel que 

u{Z tj ) = xiE^) pour tout 1 < j < r, 

et Lo(Z t ) = pour les autres valeurs possibles de t. 
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3.3 Definition Soit R un anneau integre. On dit qu'un R-caractere \ de A(~]H nul sur q, ou que sa 
restriction lo au centre Z{H), est 

- regulier, si le stabilisateur de x dans S n est trivial, i.e. cj(Z t )^=0 pour tout 1 < t < n, 

- singulier, s'il n'est pas regulier, 

- supcrsingulier, si x es t ^ xe P ar S n , i.e. x{Ei) — pour tout C {1, . . . , n}, i.e. ui(Z t ) = sauf si 
t = n. 

Un H rp< p-module ayant un caractere central est appele regulier, ou singulier, ou supersingulier, si son 
caractere central a cette propriete. 

La terminologie "supcrsingulier" est analogue a cclle introduitc par Barthcl et Livne dans leur etude des 
Fp-representations de GL(2, F) sur un corps p-adique F. Un caractere u>, x supersingulier est determine par 
sa valeur z :— x{Z) = tu(Z) g R* en Z, et sera note uu z , \ z . 

3.4 Preuve du theoreme 6 Soit <p(q) e Z p non nul de reduction nulle r p <j)(q) = 0. Demontrons 
que tout morphisme d'anneau x : A n H — > F p tel que xil) — se releve en un morphisme d'anneau 
X ■ A n H -» Z p tel que x{q) = <j>{q). 

On choisit un systeme compatible de racines n-iemes 0(g) 1 /" de cj>(q) dans Z p , pour tout entier n > 1. 
Tout element Xi de Z p s'ecrit de facon unique Aj = Xi<p(q) ei pour un nombre rationnel a > et une unite 
Xi £ Z*. 

On associe au morphisme x un drapeau {Ij)i<j<r comme en (3.2). 

Le morphisme \ tel que x{Ei) = Xi(j)(q) ei , x; t G Z*, a G Q>o, pour 1 < i < n releve x S1 et seulement 
si (e l ,x l ) 1 < i < n verifient: 

e/,=^fe-l)/2, r p {x l3 ) = X (E l3 ) 
pour tout 1 < j < r, et si / de cardinal t n'appartient pas au drapeau {Ij)i<j< r , 

ei > t(t- l)/2, 

ou Ton pose 

iei iei 

Le theoreme 6 dit qu'il existe (e,, Xi)\<i< n satisfaisant ces conditions. II suffit de choisir des relevements 
arbitraires € Z p de x(Ei 3 ) pour 1 < j < r, et de prendre 
e; = (tt - l)/2, ^ = y)/* 1 , pour 

e, = (t i+1 + tj - l)/2, = (y /j+1 ( y/ . . . . yj,)- 1 ) 1 /^!-*.'), pour t G - Ij si 1 < j < r - 1. 
On vcrifie immcdiatement les conditions sur les Verifions les conditions sur les ej. Soit / C {1, . . . , n} 
non vide avec t = \I\. Posons xj := \I n Ij\ pour 1 < j < r. Done t = ^ x^ et 

2e/ = xi(ti - 1) + (x 2 - xi)(t2 + t\ - 1) + . . . + (a; r - x r -\){n + x r -i - 1). 

La suite (xj) est croissante et Xj < tj pour tout j, done 

2e/ < xi(xi - 1) + (x 2 - .Ti)(a;2 + xi - 1) + . . . + (x r - x r -i)(x r + x r -i - 1). 

avec egalite si et seulement si / appartient au drapeau (/j)i<j<r- Les proprietes voulues des e/ resultent de 
l'identite polynomiale 

X(X - 1) + (Y - X)(Y + X - 1) = Y(Y - 1). 
qui implique que le membre de droite de Pinegalite est t(t — 1). 

3.5 Preuve de la proposition 7 
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Nous allons demontrer que la longueur d'un module standard supersing ulier sur F p est > 2 n ~ 2 . II suffit 
de montrcr qu'un caractere supersingulier quelconque de A n H a valeurs dans F p posscdc un relevement 
X ■ A n H — > Zp, tel que le module standard I(x, Q p ) admette 2" -2 sous-quotients simples et d'appliquer 
le theoreme 5. La theorie de Rogawski-Zelevinski permet de decrire les sous-quotients simples d'un module 
standard Q p ) sur Q p en fonction de x lorsque \{q) — q. Maintenant que le principe est etabli, il reste 
a exhiber le relevement. Le relevement decrit en 3.4 ne convient pas, mais sa forme est analogue a celui que 
l'on va exhiber. 

Soit zeF p quelconque. On choisit deux unites a, b G Z p telles que r p (a n ^ 1 b) = z et un nombre rationnel 
u G Q tel que < u < 1 jn. Un caractere \ : A n H — > Q p tel que \{q) = q est determine par les valeurs 
x(Ei) pour tous les entiers 1 < i < n. On peut prendre ses valeurs quelconques. On prend 

X (Ei) = aq^" 1 (l<i<n-l), x(^n) = 

On verifie d'abord que x est entier. Cela est equivalent a 

x (Ej) = q^' 2 [] x(Ei) e Z p , x(Ei,..., n ) e z; 

pour toute partie / de {1, . . . ,n} d'apres la description de An H par generateurs et relations (proposition 
3.1). Ceci est presque evident: on minore la somme J2iei( u + * — 1) P ar ^ u + — l)/2 done 

est entier. On a x(£ : i 1 ..., n ) = a n ~ 1 b. Done le caractere x es t entier. Comme u > et r p (a™ _1 6) = z, la 
reduction de x est le caractere supersingulier egal a z sur l'el'ement central Comme la longueur de yi 

ne depend pas du choix de i, on voit que le caractere de X associe est x contient un "segment de Zelevinski" 
de longueur n — 1. On deduit de que le module standard associe contient 2™~ 2 sous-quotients irreductiblcs 
distincts [Rog 5.2 page 456]. 

Cas n = 2 La decomposition des modules standards, done la classification des modules simples sur 
F p est connue [Vigneras]. On a : 

01 = q 1 l 2 T w T-^~e 2 = q- 1 / 2 ^, Ei = q 1/2 8 Vi pour 1 < i < 2, avec la relation = qZ. 

L'algebre commutative A n i? = Z[q, Z ±x , Ei,E 2 ], 

Le centre Z(H) = Z[q, Z ±1 , Zj = + E 2 ]. 

Les module standards sont de dimension 2. 

Les modules standards supersinguliers sont irreductibles. 

Les modules standards reguliers de caractere central uu tel que uj(Zi) 2 ^=uj(Z), sont irreductibles. 

Les modules standards reguliers de caractere central u> tel que oj(Zi) 2 = u(Z), sont indecomposables 
de longueur 2, contenant caractere trivial (i.e. T s — > 0) et un caractere signe (i.e. T s — > —1) comme 
sous-quotient. 

Les modules simples se relevent. 
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APPENDICE 



Definitions [Springer T.A. Reductive groups. Proceedings of Symposia in Pure Mathematics. Vol. 33 
(1979), part 1, pp. 3-27] Une donncc radiciellc basce est un quintuplet (X, X v , R, R v , B) ou 

- X, X v sont des groupes libres abeliens de rang fini > 1, en forte dualite par un forme bilineaire 
(, ) : X x X v ^ Z, R ct R v sont des sous-ensembles finis non vides de X et de X v dont les elements sont 
appeles "racines" et "coracines" , B est une base de R. 

- Une bijection a <-> a v est donnee entre les racines et les coracines telle que (a, a v ) — 2, 

- les reflexions s a dans GL(X) et dans GL(X V ) definies par s a (x) = x — (x,a v )a et s a (x w ) — x y — 
(a,x v )a v pour tout a E R, a v G R y ,x E X, x v E X v , permutent les racines s a (R) = R, et les coracines 
v(fl v ) = i? v - 

On supposera le systeme de racines R reduit. 

Le groupe de Weyl fini W a est le sous-groupe de GL(X) engendre par les reflexions s a , a E R. Le 
systeme (W , {s a , a E B}) est un systeme de Coxeter. II est isomorphe canoniquement au sous-groupe de 
GL(X y ) engendre par les reflexions s a v , a y E i? v , et la forme bilineaire ( , ) sur X x X v est IV -invariante. 

Le groupe de Weyl W est le produit semi-direct de W a et de X. On notera e x l'element x E X plonge 
dans W; on ecrira W = W .e x . On a w a e x = e w °^w pour (w a , x) E W x X. 

Le groupe de Weyl affine W a ff est le produit semidirect de W et du sous-groupe Q{R) de X engendre 
par R; on ecrira W a ff — W a e^ R \ 

On definit un ordre partiel < dans R v tel que a\ < si — ct\ = J2peB n pP V P our des entiers 
np > 0. On note R m les racines a E R telles que les coracines a v E R y sont minimales pour l'ordre ^ et 

S = {s fh PEB}U{e- a s a , aER m }. 

Le systeme (W a ff,S) est un systeme de Coxeter. 

Toute racine est combinaison lineaire a coefficients entiers de meme signe d'elements de B. Si le signe 
est > la racine est dite positive, et negative sinon. On note R + l'ensemble des racines positives et R~ celui 
des racines negatives. Un element x E X tel que (x,f3 y ) > pour tout (3 E B est dit dominant. 

Le monoide Xd om des elements dominants de X est de type fini. 

Longueur La longueur £ de W = £1. W a ff prolonge celle du systeme de Coxeter (W a ff, S) [Bourbaki 
GAL IV. 1.1 page 9], de sorte que la longueur est constante sur Qw a ffil pour tout w a ff E W a ff, ce qui a un 
sens car f2 normalise S. La longueur verifie les proprietes: 

- Le groupe O est forme par les elements de longueur 0. 

- La longueur est invariante par passage a l'inverse £(w) = £{w~ l ) pour tout w E W. 

- La longueur de W = W e x s'exprime par une somme d'entiers naturels indexee par les racines positives 
[Iwahori-Matsumoto IHES 25, section 1. 10], generalisant celle pour le groupe de Weyl fini W a [Bourbaki GAL 
VI 1.6 page 157]. Pour w a E W Q , x E X, 

e(w e x )= ]T |(x,a v )|+ ]T |l + (*,a v )|. 

aeB.+ ,w (a)eR+ aeR+ ,w (a)£R- 

- La longueur de w E W Q est done le nombre de racines positives a E R + telles que w a (a) E R~ . 

- La longueur sur e x est IV c -invariante: 

£( Wo {e x )) = l{e x ), w eW ,xeX. 

En effet, il suffit de le verifier pour une reflexion sp definie par une racine simple (3 E B, et dans ce cas 
d'utiliser que: 

a) {sf}{x), a v ) = {x, s ( g(a) v ) pour a E R, 

b) la reflexion sp permute les racines positives differentes de (3 [Bourbaki GAL VI 1.6 Cor 1 page 157]. 

- La longueur de e x pour x E Xdom est un entier pair, car £(e x ) = (x, 2p y ) ou 

2/:= J2 ^ = 2J2^ 

aER+ 0£B 
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est deux fois la sommc dcs poids fondamentaux uipv tels que 

(a,W/3v) = 8 a ,p, a,f3eB 

[Bourbaki GAL VI 1.10 prop. 29 page 168]. En particulier, 

- £(w e x ) = £(w ) + £(e x ) si x est dominant. 

- Soient x,x' G X et w G W . Posons n(a,w e x ) = (a v ,x) si w Q {a) G R + et n(a,w e x ) = 1 + (x,a v ) 
si w (a) G R~. Si les entiers n(a, w e x ) et n(a, e 1 ) ont le meme signe au sens large pour tout a G R + , alors 

£(w e x+x ')=£(w e x )+£(e x '). 

En particulier, 

- £(w e 2x ) = £(w Q e x ) + £{e x ). 

- £( e x+x ') = £{e x ) + £{e x ') pour tout w Q G W a et tout x, x' G w (X dom ). 

(Ap.l) On verifie: 

Soient u, v G W et x G X. Alors, 

a) £{u) + £(v) — £{uv) est deux fois le nombre de racines a G R + telles que 

v(a) G R~, uv(a) G R + . 

b) £(u) + £(ve x ) — £(uve x ) est deux fois le nombre de racines a G R + telles que 

1) v(a) G R~, uv(a) G R + , (x,a v ) > 0, 

ou 

2) v(a) G R + , uv(a) G R~ , (x,a v ) < 0. 

En particulier, 

- si a, p G B, alors ^(s Q e /3 ) = 1 si et seulement si ((3, a v ) < 0. 
(Ap.2) On va demontrer: 

Soit x G X. Notons £(x) le nombre de racines positives a G R + telles que (x, a v ) < 0. 

1) La longueur d'un element w G W tel que w (x) est dominant est > £(x). 
II existe un unique u G W de longueur £(x) tel que y — u(x) est dominant. 
On a (x, a v ) < si et seulement si u (a) G R~ , pour tout a G R + . 

2) Pour tout t tel que 1 < t < £{x), soit (i t G B unc racinc simple de reflexion associee s t , telle que 
u = s e(x) ■ ■ ■ s 2$i soit une decomposition reduite; posons u t ■— s t . . . S2S1 et u Q := 1. 

Pour tout w G W , on a 

£{ Wo ) = ^Wou- 1 ) + £{u t ) 
si w (ct) G R~ pour tout a G si(/?2), si . . . s t ~i (fit)}, et 

£{ Wo e x ) = tiwoUt 1 ) + £(u t e x ) 

si w (a) G R + pour tout a G {si . . . s t (/3 t+ i), . . . , Si . . . s^ x )_i(Pe(x))}- 
En particulier, £{ue x ) — £{e x ) ~ £{x). 

Preuve. 1) Soit (w ,x) G W x X. On a (w (x), w (a) v ) = (x,a v ) pour toute racinc a G R. On voit 
que w {x) est dominant, i.e. £(w (x)) = 0, si et et seulement si w (a) G R~ est unc racine negative pour 
toute racine positive a G R + telle que (x, a v ) < 0. Done si w Q {x) est dominant, la longueur de w a est > £(x) 
(on rappclle que £{x) n'est pas la longueur de e x ). 

Supposons que x n'est pas dominant, i.e. £{x) > 0. On construit un element u G W Q de longueur 
minimale £{x) tel que u(x) est dominant de la fagon suivantc. 

II existe au moins une racine simple /3 telle que (x, /3 V ) < 0. 

On a £{sp{x)) — £{x) — 1 car (sp(x), a v ) = (x, sp(a v )) et sp permute les racines positives differentes de 

P. 

Posons j3\ = /3,ui = sp 1 ,x\ — sp(x). 
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On recommence en partant de x\. Au bout de £{x) etapes on obticnt un clement dominant. On a ainsi 
choisi une suite de £{x) racines simples /3 t , d'elements u t = sp t . . . sp 2 s / 3 1 dc W , d'elements x t = u t {x) dc 
X, tels que 

(x t - u ff) <0, £(x t )=£(x)-t 

pour tout 1 < t < £(x). On prend u — Um x \. 

Les racines a £ R + telles que u(a) £ R~ sont [Bourbaki GAL VI, §1, 1.6 Cor. 2] : 

(S) Pi, s/} 1 (P 2 ), sp 1 ...sp e(x) _ 1 {P i ( x) ). 

Ce sont les £{x) racines telles que (x, a v ) < car (xt-i, Pt) — ( x > s Pi ■ ■ ■ s p t -i(Pt) V )- 

L'unicite de u provient de ce que l'ensemble des racines positives a £ R + telles que u(a) £ R~ est 

indcpcndant de u. Cet ensemble determine u (introduirc l'ensemble note T u comme dans [Bourbaki GAL 

VI 1.4 page 13-14] qui determine u, puis appliquer [Bourbaki GAL VI 1.6 prop. 17 page 157]). 

2) Soit w a £ W a . Si t > 1, les racines a £ R + telles que u t (a) £ R~ sont les t premiers termes dc la 

suite (S). On applique (Ap.1.1) pour obtenir les deux premieres egalites sur la longueur. 
Le cas particulier s'obtient en prenant w Q = l,t = £(x) dans la seconde egalite. 

Ordre de Chevalley-Bruhat sur W C'est un ordrc particl < sur W qui prolonge l'ordre de 
Chevalley-Bruhat usuel sur le systeme de Coxeter (W a ff,S). Les proprietes suivantes pour w,w' £ W a ff 
sont cquivalcntcs [Lusztig3], voir aussi le lemme 8.11 dans [Bernstein I.N., Gelfand I.M. and Gelfand S.I., 
Schubert cells and cohomology of the spaces G/P, Russ. Math. Surv. 28 (1973), 1-26] : 

- il existe une expression reduite de w telle qu'en omettant certains termes on obtient une expression de 

w', 

- pour toute expression reduite de w, en omettant certains termes on obtient une expression de w', 

- il existe une suite d'elements w a = w', w\, . . . , Wk = w dans W a ff telle que 

£{wi) - £{w a ) = ... = £(w k ) - £{w~\) = 1, miw; 1 , . . .,w k w~\ £ T, 

- il existe une suite d'elements w = w', Wi, . . . , w k = w dans W a ff telle que 

£(wi) - £(w ) = ...= £(w k ) > £(w k -i), wiw- 1 , . . .,WkW^ £ T. 
ou T est l'ensemble des conjugues de S dans W a ff. 

Par definition de l'ordre de Chevalley-Bruhat, w' < w si ces conditions sont realisees. 

La proprictc d'echange des systcmcs dc Coxeter [Bourbaki GAL IV, §1, 1.5 page 15] montre que dans 
Waff- 

£{w) + £{w') — £(ww') implique w < ww' . 

L'ordre de Chevalley-Bruhat de W a ff est invariant par conjugaison par 0, car ft normalise S. 

On prolonge naturcllcmcnt l'ordre de Chevalley-Bruhat de W a ff a W = ClW a ff. Par definition uw a ff < 
u'w' a ff si et seulement si u — u',w a ff < w' a ff, pour tout u, v! £ fl,w a ff,w' a jj £ W a ff. On a les proprietes 
equivalentes suivantes: 

- w aff < w aff s i e * seulement si w a ffu < w' a ffU pour tout u £ Q,,w a ff,w' a ^ £ W a ff, 

- w aff < w 'aff s i e * seulement si uw a ff < uw ' a ff P our tout u £ Q,,w a ff,w' a ^ £ W a ff, 

- w aff < w ' a ff s i et seulement si uw' a ^u' < uw a ffu' pour tout u,u' £ fl,w a ff,w' a jj £ W a ff- 
On verifie que: 

Si w, w' £ W,w' < w, alors w'^ 1 < w^ 1 et £(w') < £{w). 
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